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Chebyshev-tau 逼近处理 ODE 边值问题

我们将应用 Chebyshev-tau 逼近考虑如下的 Helmholtz 方程的 Dirichlet 问题−d2u
dx2 + λu = f, x ∈ (−1, 1)

u(−1) = a, u(1) = b.

对未知函数 u(x) 和右端项 f(x) 以 Chebyshev 正交多项式为基展开，取有限 N 项
截断和作为近似：

uN(x) =
N∑

k=0

ûkTk(x), fN(x) =
N∑

k=0

f̂kTk(x)

定义

第一类 Chebyshev 多项式，Tk(x) = cos(k cos−1 x), k = 0, 1, 2, ...
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ûkTk(x), fN(x) =
N∑

k=0

f̂kTk(x)

定义

第一类 Chebyshev 多项式，Tk(x) = cos(k cos−1 x), k = 0, 1, 2, ...

李言迪 (3080100913) 本科毕业设计 浙江大学 4 / 37



Chebyshev-tau 逼近处理 ODE 边值问题

我们将应用 Chebyshev-tau 逼近考虑如下的 Helmholtz 方程的 Dirichlet 问题−d2u
dx2 + λu = f, x ∈ (−1, 1)

u(−1) = a, u(1) = b.

对未知函数 u(x) 和右端项 f(x) 以 Chebyshev 正交多项式为基展开，取有限 N 项
截断和作为近似：

uN(x) =
N∑

k=0
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Chebyshev-tau 确定关于谱系数的方程

让微分方程被近似后的余项

RN(x) = LuN − f

在 Chebyshev 多项式构成的子空间中投影为 0，即

(

[
−d2uN

dx2 + λuN − f
]
,Tk)w = 0, k = 0, 1, . . . ,N − 2,

利用基的单位正交性，我们得到，关于系数的方程

−û(2)
k + λûk = f̂k, k = 0, 1, . . . ,N − 2,

最后，由 Chebyshev 多项式性质 Tk(1) = 1，Tk(−1) = (−1)k 边界条件写为

N∑
k=0

ûk = a,
N∑

k=0

(−1)kûk = b.

李言迪 (3080100913) 本科毕业设计 浙江大学 5 / 37



Chebyshev-tau 确定关于谱系数的方程
让微分方程被近似后的余项

RN(x) = LuN − f

在 Chebyshev 多项式构成的子空间中投影为 0，即

(

[
−d2uN

dx2 + λuN − f
]
,Tk)w = 0, k = 0, 1, . . . ,N − 2,

利用基的单位正交性，我们得到，关于系数的方程
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基础：各阶谱系数之间的递推关系

假设 uN(x) =
∑N

k=0 ûkTk(x), u′
N(x) =

∑N
k=0 û(1)

k Tk(x)



û(1)
0

û(1)
1

û(1)
2

û(1)
3

û(1)
4

û(1)
5

...

...
û(1)

N−1

û(1)
N



=



0 1 0 3 0 5 0 · · · 0 N
0 4 0 8 0 12 · · · 2(N − 1) 0

0 6 0 10 0 · · · 0 2N
0 8 0 12 · · · 2(N − 1) 0

0 10 0 · · · 0 2N
0 12 · · · 2(N − 1) 0

. . .
...

. . .
...

0 2N
0





û0

û1

û2

û3

û4

û5

...

...
ûN−1

ûN


注：对于 Chebyshev 展式而言，并不限于 1 阶和 0 阶谱系数；只要是相邻阶的谱
系数就存在这个关系。
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û5

...

...
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基础：各阶谱系数之间的递推关系

谱微分运算

û(m)
k =

2

ck

N∑
p=k+1
p:=p+2

pû(m−1)
p , k = 0, . . . ,N − 1,且有û(1)

N = 0.

谱积分运算

û(m−1)
k =

1

2k
(

ck−1û(m)
k−1 − û(m)

k+1

)
, k = 0, . . . ,N − 1

我们的问题只用到 m 取为 1 或 2 的情况。
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方法一：uN(x) =⇒ u′N(x) =⇒ u′′N(x)

问题重述

−û(2)
k + λûk = f̂k, k = 0, 1, . . . ,N − 2,

N∑
k=0

ûk = a,
N∑

k=0

(−1)kûk = b.

希望借此获得 uN(x), u′
N(x) 与 u′′

N(x)。

方法 I 的求解顺序是：

{ûk}N =⇒
{

û(1)
k

}
N

=⇒
{

û(2)
k

}
N

利用两次前面的递推关系，消去 2 阶谱系数，可以得到未知数仅为 0 阶谱系
数的线性方程组（下一页）。奇、偶项是可分离的。求解获得 uN(x) 的谱系数。

利用谱微分运算计算 1、2 阶谱系数，从而获得 u′
N(x), u′′

N(x)。
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方法一：uN(x) =⇒ u′N(x) =⇒ u′′N(x)



1 1 1 . . . 1

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

. . .

∗ ∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗





û0

û2

û4

...
ûN偶−4

ûN偶−2

ûN偶


=



b+a
2

ĝ2
ĝ4
...

ĝN偶−4

ĝN偶−2

ĝN偶


,



1 1 1 . . . 1

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

. . .

∗ ∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗





û1

û3

û5

...
ûN奇−4

ûN奇−2

ûN奇


=



b−a
2

ĝ3
ĝ5
...

ĝN奇−4

ĝN奇−2

ĝN奇


.
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方法二：u′′N(x) =⇒ u′N(x) =⇒ uN(x)

方法 II 的求解顺序是：{
û(2)

k

}
N

=⇒
{

û(1)
k

}
N

=⇒ {ûk}N

利用两次前面的递推关系，消去 0 阶谱系数，可以得到未知数主要为 2 阶谱
系数的线性方程组（下一页）。奇、偶项是可分离的。求解获得 u′′

N(x) 的谱系
数。

利用谱积分运算依次计算 1、0 阶谱系数，从而获得 u′
N(x), uN(x)。
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方法二：u′′N(x) =⇒ u′N(x) =⇒ uN(x)



1 1
4

−7
48

... ∗ ∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗
...

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗





û0

û(2)
0

û(2)
2

...
û(2)

N偶−6

û(2)

N偶−4

û(2)

N偶−2


=



b+a
2

f̂0
f̂2
...

f̂N偶−6

f̂N偶−4

f̂N偶−2


,



1 −1
12

∗ ... ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
...

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗





û(1)
0

û(2)
1

û(2)
3

...
û(2)

N奇−6

û(2)

N奇−4

û(2)

N奇−2


=



b−a
2

f̂1
f̂3
...

f̂N奇−6

f̂N奇−4

f̂N奇−2


.
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要验证什么？

方法一：

{ûk}N

谱微分 =⇒ {û(1)
k }N 谱微分 =⇒ {û(2)

k }N

方法二：

{û(2)
k }N

谱积分 =⇒ {û(1)
k }N 谱积分 =⇒ {ûk}N
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k }N

方法二：
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{û(1)
k }N 谱积分 =⇒ {ûk}N
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要验证什么？

L.Greengard 在他 1991 年发表的文章֦ Spectral integration and two-point
boundary value problems》中证明：

谱微分运算

û(m)
k =

2

ck

N∑
p=k+1
p:=p+2

pû(m−1)
p , k = 0, . . . ,N − 1,且有û(1)

N = 0.

会放大误差 O(N2) 倍。

谱积分运算

û(m−1)
k =

1

2k
(

ck−1û(m)
k−1 − û(m)

k+1

)
, k = 0, . . . ,N − 1

会放大误差不超过 2.4 倍。
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要验证什么？

方法一：

{ûk}N 谱微分 =⇒ {û(1)
k }N 谱微分 =⇒ {û(2)

k }N

方法二：

{û(2)
k }N 谱积分 =⇒ {û(1)

k }N 谱积分 =⇒ {ûk}N

问题：
1 阶谱系数，哪种方法更准？
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设计求解拟三对角方程组算法

问题中出现的“拟三对角方程组”可以写成下面的一般形式（以六阶为例表示），

a11 a12
a21 a22 a23

a32 a33 a34
a43 a44 a45

a54 a55 a56
t1 t2 t3 t4 t5 t6





x1
x2
x3
x4
x5
x6


=



b1

b2

b3

b4

b5

b6


.

假设系数矩阵 A 可以作 LU 分解，即有

A =



1

l21 1

l32 1

l43 1

l54 1

l61 l62 l63 l64 l65 1





u11 a12
u22 a23

u33 a34
u44 a45

u55 a56
u66


.
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设计求解拟三对角方程组算法

迭代器 行，列 对应关系 被决定的对象

i = 1 1, 1 u11 = a11 ⇒ u11 = a11

i = 2, . . . , n − 1
i, i − 1 li,i−1 × ui−1,i−1 = ai,i−1 ⇒ li,i−1 =

ai,i−1

ui−1,i−1

i, i li,i−1 × ai−1,i + ui,i = ai,i ⇒ ui,i = ai,i − li,i−1 × ai−1,i

i = n, j = 1 n, 1 ln,1 × u11 = t1 ⇒ ln,1 =
t1

u11

j = 2, . . . , n − 1 n, j ln,j−1 × aj−1,j + ln,j × uj,j = tj ⇒ ln,j =
tj − ln,j−1 × aj−1,j

uj,j

j = n n, n ln,n−1 × an−1,n + 1 × un,n = tn ⇒ un,n = tn − ln,n−1 × an−1,n

有了 A 的 LU 分解，我们分两步求解 Ax = b 即可：Ly = b 和 Ux = y。
运算量: 乘除法 8n − 10，加减法 5n − 6（作为参考，三对角方程的追赶法的运算
量为，乘除法 5n − 4，加减法 3n − 3）。求解高效。
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例子一

例子一：微小振动函数

−u′′ + 400u = −400 cos2 πx − 2π2 cos 2πx, x ∈ (−1, 1),

u(−1) =
e−40 + e20
1 + e−20

− 1, u(1) = 0.

解析解为：

g(x) = e−20

1 + e−20
e20x +

1

1 + e−20
e−20x − cos2 πx.
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例子一
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例子一：扰动

问题：机器精度高，N2 项的效应不显著
处理：扰动增大初始误差

方法一：

{ûk}N

谱微分 =⇒ {û(1)
k }N 谱微分 =⇒ {û(2)

k }N

方法二：

{û(2)
k }N

谱积分 =⇒ {û(1)
k }N 谱积分 =⇒ {ûk}N

扰动项 r 依次取为阶 10−16 ∼ 10−10 的随机数。
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k · (1 + r) 谱积分 =⇒ {û(1)
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例子一：扰动
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例子二

例子二：边界层效应

u′′ − 105u = 0,

u(−1) = 1, u(1) = 2.

解析解为：
g(x) = c1e

√
105x + c2e−

√
105x.
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例子二：扰动
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例子三

例子三：剧烈振动

−u′′ + ( 254 − 2500)u = 250 cos(50x + 50)e− 5
2 (x+1)

u(−1) = 0, u(1) = sin 100e−5.

解析解为：
g(x) = sin(50x + 50)e− 5

2 (x+1)
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例子三

101 102 103 104
10-15

10-10

10-5

100

N

Re
la
ti
ve
 E
rr
or
 E

r

 

 
Method I
Method II

101 102 103 104
10-15

10-10

10-5

100

N
Re

la
ti
ve
 E
rr
or
 E

r

 

 
Method I
Method II

101 102 103 104
10-15

10-10

10-5

100

N

Re
la
ti
ve
 E
rr
or
 E

r

 

 
Method I
Method II

-1 -0.5 0 0.5 1
-1

-0.5

0

0.5

1
测试函数

x

u

 

 
Exact Solution of u(x)
Numerical Solution when N=50

谱系数的Erorr~N图 1阶谱系数的Erorr~N图 2阶谱系数的Erorr~N图

李言迪 (3080100913) 本科毕业设计 浙江大学 29 / 37



例子三：扰动
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结果分析

1 “当 N 充分大时，O(N2) > 2.4”并不表明：“O(N2
最优) > 2.4”。

2 方法二的“拟三对角方程组”的条件数超过方法一 ≈ 103 ∼ 105 个量级。
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结果分析

例子一：条件数对比
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结果分析

例子二：条件数对比
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结果分析

例子三：条件数对比

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5
x 10 4

Co
nd

it
io
n 
N
um

be
r

 

 
Method I

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
0

2

4

6

8

10
x 107

Co
nd

it
io
n 
N
um

be
r

N

 

 
Method II

李言迪 (3080100913) 本科毕业设计 浙江大学 35 / 37



结果分析

1 “当 N 充分大时，O(N2) > 2.4”并不表明：“O(N2
最优) > 2.4”。

2 方法二的“拟三对角方程组”的条件数超过方法一 ≈ 103 ∼ 105 个量级。

3 可以尝试预处理改善方法二，例如 PAx = Pb：

A =



a11 a12
a21 a22 a23

a32 a33 a34
a43 a44 a45

a54 a55 a56
t1 t2 t3 t4 t5 t6


，则取P =



N
N

N
N

N
t1 t2 t3 t4 t5 t6


可以把方法二的条件数降下 10 ∼ 102 阶，但效果并不明显。
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